











Aquest  document  conté  l’estudi  de  la   tècnica  multiescala aplicada al 
camp del anàlisis de trajectòries sobre robots seguint patrons de la natura per 
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L’estudi   dels   patrons   de  moviment   s’ha   aplicat   a   tot   un   ventall   de 
disciplines ben diverses que cobreixen des de la ecologia fins la robòtica. Un 









Quan els  animals  no  saben que busquen,  quins  són els  seus objectius  de 
cerca, utilitzen diferents tècniques de cerca aleatòries donant com a resultat 
diferents intents i diferents resultats d’aquesta cerca.
Assumint   que   els   animals   utilitzen   diferents   models   de   trajectòria 
aleatoris con a eina necessari per afrontar la incertesa del entorn natural, s’ha 
marca com a patró en molts anàlisis, per comparar diferencies estàtiques en 
dades   de  moviment   en   cerca  d’aliment,   les   trajectòries   de  Lévy   (definides 
posteriorment en aquest treball) per quantificar la eficiència dintre del context 
aleatori   d’aquestes   cerques.   Les   trajectòries   de   Lévy   tenen   propietats   que 











extreure   trajectòries   que   reflecteixin   el   comportament   animal   en   entorns 
naturals.   En   aquest   projecte   s’utilitzen   trajectòries   aleatòries   de   Lévy 
correlades,   que   introdueixin   una   component   extra   que   controla   el   grau   de 















escala.  Realitzant   la convolució  entre   la   trajectòria  i  un banc de  filtres amb 
diferents amples de banda de forma directa es pot arribar a desgranar la senyal 
en   un   pla   espai­escala   que   permetrà   després   escollir   les   escales   més 
interessants evitant tot aquell soroll que puguin generar la distribució Cauchy en 
els angles de gir.























• Les   carenes   resultants   del   anàlisis   multiescala   en   tres 
dimensions.
• L’anàlisi de llindars per escollir les escales rellevants.
• Els   histogrames   de   lleis   potencials   utilitzats   per   extreure   els 
paràmetres originals.
2. Definir:
• Un   criteri   de   selecció   del   número   d’escales   en   el   degradat 
multiescala.



























les   estratègies   de   cerca   es   classifica   generalment   en   cerques 
sistemàtiques i cerques aleatòries. En les cerques sistemàtiques cobreixen 
una area de  for  òptima utilitzant  algoritmes deterministes  i   les cerques 
aleatòries utilitzen processos estocàstics per realitzar la cerca.




Els  processos de cerca   intermitents  recentment   juguen un paper 
crucial   en   la   optimització   d’aquest   problemes.   El   cas   de   busca   de 
proteïnes   en   la   cadena   de   ADN   es   ven   conegut   que   les   trajectòries 




comportament   intermitent   combinant   amb   fases   de   exploració   local   i 
reubicació durant la cerca alteren significant les seves habilitats.
Els models de comportament de cerca en dos estats corresponen a 













Les   cerques   aleatòries   constitueixen  models   discret   probabilístic   que 
comporten una forta simplificació del comportament real de l’animal.
Una  distribució   potencial  modela  a   totes   les  escales  d’anàlisis   de   la 
natura on el patró a seguir es el de petits grups d’exploració separats per llargs 
salts   entre   zones   d’exploració.   Les   investigacions   recents,   que   barregen   a 
ecologistes i físics, mostren que les propietats estàtiques de Lévy (no­variació a 
diferents  escales   i   la  seva  difusió   anòmala)  són  fonamentals  per  optimitzar 






Els   processos   genèrics   de   Lévy   consisteixen   amb   la   barreja   de 
distribucions   estàtiques   pels   esdeveniments   de   desplaçament   (longitud   del 
desplaçament) on  l=l0u
1− −1 ( l0  representa la longitud mínima del salt i  u  la 
distribució de la longitud) i distribucions uniformes per calcular els canvis de gir. 
S’ha de considerar la llei potencial  P l =l−  com la suma d’aquestes variables 




distribucions   que   utilitzarem   a   la   pràctica   (Lévys   impurs),   combina   una 
distribució   Gaussiana   (o   altres   caigudes   exponencials)   en   la   longitud   de 
moviments (desplaçament) amb una distribució angular no uniforme de angles 
de gir (reorientació). Aquest models controlen la persistència direccional (grau 
de   correlació   en   la   trajectòria)  mitjançant   la   distribució   d’angles  de   gir.  En 
aquest cas per els angles de gir s’utilitza una distribució Cauchy on   = 0, donaρ  










els   angles   de   gir   (anomenats   “flights”).   L’exponent   de   la   llei   exponencial 








avaluar  a   llarg   termini,  es  a  dir,  utilitzant  escales  espacials  grans  i  escales 








combinen,   a   diferencia   de   la  Figura   .4,   dues   distribucions,   una   per   el 
desplaçament vinculada al paràmetre   μ i una altre per la reorientació vinculada 
















































































Com defineix   la  mecànica   clàssica,   la   segona   derivada   d’una   corba 
parametritzada   p t    definint   la evolució  d’una petita partícula dona  la seva 
respectiva  acceleració.  Aquesta   acceleració,   com   la   velocitat,   es   també   un 
vector de quantitat típicament descompost en dos components, una paral∙lela a 
˙p t  ,   anomenada   acceleració   tangencial   representada   per   aT t    i   l’altre 
component normal d ela velocitat,  anomenada acceleració   radial   a R  t  .  Pel 
que dona que:  ¨p t =aT  t aR  t 
Figura .8 Velocitat, acceleració i les seves components al punt indicat  p t  .
La acceleració tangent expressa els canvis en la magnitud velocitat, i la 
acceleració   normal   expressa   els   canvis   en   la   orientació   de   la   velocitat. 
Aquestes components són vectors ortogonals.
Si   ara definim  u  t =x  t  , y t    com una corba parametritzada per la 
longitud   de   l’arc,   en   aquest   cas   obtenim   una   primera   derivada 
˙u  t = x˙  t  , y˙ t     que defineix un camp tangencial  unitat.  Com la magnitud 




tangent   de   la   corba),   definint   un   camp   normal   durant   tots   els   punt   de   la 
curvatura.   El   respectiu   camp   normal   unitari   dels   valors   de   t   pels   quals 
∥¨p  t ∥≠0  es poden obtindre com:
n  t =
¨p  t 
∥¨p  t ∥
Equació .1 Camp normal unitari
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Per  una   corba  parametritzada   p t    la  magnitud  de   la   seva   segona 
derivada   k  t =∥¨p  t ∥=∥a R t ∥   es considerada la curvatura de la corba en el 
punt t. Aquesta expressió sempre genera un valor de curvatura positiu. En els 
casos   generals,   es   a   dir,   la   corba   no   necessariament   a   de   ser   un   arc 
parametritzat, la curvatura de un corba genèrica es:
k  t =
x˙  t  y¨  t − y˙ t  x¨  t 













conduit   pels   filtres   passa   baixes,   que   permeten   introduir   el   paradigma 
multiescala en  la estructura. Algunes solucions simples es portaran a debat 
també pel problema de la disminució de contorn, que normalment succeeix al 




pot  ser   resolta  quan el  contorn  es   representa  amb  les  senyals  x(t)   i   y(t)  o 
mitjançant la senyal complexa u(t).
Si   c  t =x  t  , y t     per   la   representació  paramètrica  de  contorn.  La 
curvatura k(t) del contorn es defineix com bé diu la Equació .2.
Per  poder  calcular   la curvatura,  es necessari   fer  una estimació  de  la 
primera   i   segona   derivades  de   la   senyal   x(t)   i   y(t).  On  X(f)   i  Y(f)   són   les 
transformades de Fourier de x(t) i y(t). La propietat derivativa de Fourier diu:
X˙  f = j2π fX  f 
Y˙  f = j2π fY  f 
X¨  f =−2 fπ 2 X  f 
Y¨  f =−2 fπ 2Y  f 
Equació .3 Propietats derivatives de Fourier
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On j es el número complex i les abreviacions   X˙  f  ,Y˙  f  , X¨  f  , Y¨  f   
són les transformades de Fourier de  x˙  t  , x¨ t  , y˙  t  , y¨  t    respectivament i no 
respecte a la freqüència f.
Per tant, la aplicació de les propietats de Fourier superiors seguides de 
transformada   inversa   de   Fourier   permeten   estimar   la   curvatura   aplicant   la 
funció Equació .2.
Substituint les propietats de Fourier i considerant que  j3=− j , tenim les 
següents expressions de curvatura:
k  t =
F−1 { fX  f  }  t F−1 { f 2Y  f  }  t −F−1 { f 2 X  f  }  t F−1 { fY  f  }  t 










u˙  t = x˙  t  j y˙  t 
u¨  t = x¨  t  j y¨  t 
Equació .5 Derivades d’u(t)
La transformada de Fourier  u˙  t   i de  u¨  t   són definides per U(f) com:
U˙  f = j2π fU  f 
U¨  f =−2 fπ 2U  f 
Equació .6 Derivades d’U(f)
D’aquesta forma  u˙  t =F−1 {U˙  f  }  i  u¨  t =F−1 {U¨  f  } . Pot ser fàcilment 
verificat que:





∣u˙  t ∣3=  x˙  t  2 y˙  t  2
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k  t =





primera  i  segona derivada de u(t).  Malgrat això,  es  important pels propòsits 














en  Fourier   requereix   una  estimació   correcta  de   la   transformada  de  Fourier 






g t =cos2t sin t2 
Equació .10. Senyal g(t)






positives  els   coeficients   per  a   les   freqüències  negatives,  es  a  dir,   que   f=0 
coincideix amb el primer element del vector. Aquest vector representa el mòdul 
de  ∣G  s ∣  per a la transformada de Fourier de g(t), calculada amb la següent 
equació de DFT.
U  s =∑
n=0
N­1
u n e− j2π ns/N , s=0, . .. ,N−1
Equació .12. Transformada de Fourier discreta (DFT)
On es defineix  s=0,...,N­1 en G(s)  desplaçada per  així  poder   tenir   la 
freqüència original en el mig del vector. Aquesta operació es coneix com a “fft 
shift”. El resultat dona uns valors de "s" igual a:






més  avall   l’efecte  de   la   diferenciació   (shifting)   utilitzant   la   transformada  de 
Fourier resultat de la transformació de espai­temps a el domini de freqüència.
En aquest domini espai­temps de la primera figura s’ha analitzat els punt 
considerant  el  pla  de   la   trajectòria  un  pla  complex  on   les  coordenades  x,y 
s’unifiquen en un número complex amb les seves dues components.
u(t)




0.9995 0.9996 0.9997 0.9998 0.9999 1
|U(s)| (1st part)




utilitzar   la   derivada   del   senyal   en   domini   temporal   necessitarem  multiplicar 










passa altes,    que accentua el  soroll  a  altes   freqüències,  això  es  pot  evitar 
aplicant un filtre passa baixes a diferents escales en el procés de estimació de 
la curvatura.  En aquest  context  el  procés de derivació  numèrica basada en 
Fourier pot combinar­se amb un filtre passa baixes gaussià  per poder atenuar 
l’energia en la banda d0alta freqüència. L’ample de banda del filtre gaussià pot 








exp−t22a2 ⇔G f =exp−2π 
2 f 2
2τ2  , τ=1/a
Equació .14. FT de la distribució Gaussiana
El   paràmetre  de   desviació   estàndard   “a”   en   la   gaussiana  de  domini 
temporal esta associada a la escala d’anàlisis, mentre  τ=1/a  es el ample de 
banda del filtre, estan els dos inversament relacionats un amb l’altre. Per tant, la 
aplicació   d’un  ample  de  banda   igual  a  1/a  esta   relacionat  amb  aconseguir 
contorns més o menys suaus en funció de l’escala, es a dir, al valor de ”a”. Una 
família o banc de filtres suavitzants  G1/ a f   es el resultat de la variació de “a”.
La família de corbes suavitzades  u  t , a   es defineix filtrant U(f) amb un 
amb un banc de filtres  G1/ a f   seguit de la transformada inversa:
u  t , a =u∗ga  t =F
−1 {U1/a  f }=F−1 {U  f G1/a  f }
Equació .15 Convolució gaussiana
Per tant,   U1/a  f   es la simplificació de la convolució entre U(f) filtrada 
per G(f) al interval “1/a”. De forma anàloga:
˙u  t , a =u˙∗ga  t =F
−1 {U˙1 /a  f }=F−1 {U˙  f G1/a  f }
¨u  t , a =u¨∗ga  t =F
−1 {U¨1/ a f }=F−1 {U¨  f G1/a  f }
Equació .16. Analogia de la convolució gaussiana
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La següent figura mostra com incrementa l’ample de banda de  G1/ a f   
en el banc de filtres gaussià a mesura que s’incrementa de escala:










de  forma exponencial  arribant  en  les  últimes escales  a  cobrir   tot   l’espectre 
freqüencial on treballa  G1/ a f  .





el   increment   per   a   que   el   creixement   sigui   linear   i   s’ha   comparat   amb   el 
exponencial:





































Com   s’aprecia   a   la  Figura   .12  el   increment   lineal   no   accentual   les 
variacions del ample de banda de la distribució gaussiana quan ens apropem a 
freqüències de tall molt baixes, cosa que fa que la informació rellevant (resident 
a   les   freqüències  més  baixes)  no  es  pugui   veure,   i  així   de   forma  anàloga 
tampoc el degradat del anàlisis multiescala.
Un   salt   lineal   en   el   increment   de   la   desviació   estàndard   de   la   funció 
gaussiana a l’anàlisi multiescala empitjora respecte al salt exponencial, perquè 










Suposem que  el   contorn  a  set  normalitzat   i   s’ha  posat  el   centre  de 
masses a l’origen per tant U(0)=0 la energia del contorn u(t) es defineix com:




La   pèrdua   d’energia     total   causada   per   el   procés   de   filtrat   té   de 
compensar­se normalitzant els coeficients de  (a), que depèn de a:Ω
a = EE a 
Equació .18 Normalització de la energia
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La normalització s’aconsegueix multiplicant  u  t , a  ,  ˙u  t , a  i  ¨u  t , a   per 
el valor normalitzador, per igualar la energia del contorn filtrat reconstruït a la 
energia del contorn:
u  t , a =u t , a a 
˙u  t , a =˙u t , a a 




Les expressions multiescala normalitzades  ˙u  t , a  i  ¨u  t , a   definides en 
la secció  prèvia,  junt a  la expressió de curvatura complexa k(t)  donada a la 
Equació .9, per definir la curvatura en funció de u(t) de la següent forma:
k  t , a =
−Im {u˙  t , a u¨¿ t , a }
∣u˙  t , a ∣3
Equació .20 Curvatura per derivades en funció del filtre gaussià










Como   s’explica  anteriorment   en   la   secció  1.2  Distribució   de   Lévy  el 
paràmetre μ s’anomena índex de Lévy (1 <   ≤ 3) controla el rang de correlacióμ  
en   el   moviment.   Els   models   de   Lévy   comprenen   una   gran   varietat   de 
trajectòries, des de el moviment Brownià (  ≥ 3) fins a la trajectòria balística, esμ  
a dir, línees rectes (  ~1), en aquest cas   esμ μ  equivalent a 2.1 i el paràmetre ρ 














































cobrir   tot   l’espectre   freqüencial   discret,   però,   quins   són   els   efectes   si   es 
modifiquen aquests llindars?
Les següents  línies versen sobre  l’efecte que produeix al  corbagrama 
modificar aquest llindars i quines conseqüències suposa per l’anàlisi.
Per poder analitzar aquest fenomen s’ha utilitzat una trajectòria genèrica 



















































































































per   les  primeres  escales,   si   es   comparen,   es  pot   veure   com  si   reduïm  la 
desviació   màxima   s’eliminen   escales   on   la   freqüència   de   tall   es   alta   per 






































































































































Després   d’haver   estudiat   cada   punt   del   anàlisis   multiescala,   pas 
important  per   l’anàlisi  de  trajectòries,   falta  conèixer  com es sintetitzaran els 
corbagrames per poder vincular valors de  μ  i  ρ  amb algun dels paràmetres 











principi   amb   les   escales   adjacents,   per   tant   cal   resseguir   la   matriu   per 
aconseguir emmagatzemar les carenes en matrius que desprès s’utilitzaran per 
fer altres càlculs d’anàlisis.
Per  poder  explicar  això   de   forma més  entenedora,   sobre  el   següent 










estan aquests màxims locals en cada escala,  k  t , a max  depèn de l’escala, es 
a dir depèn de “a”, i també de t que representa als valors de la trajectòria de 
forma complexa.   k  t , a max   es  la matriu amb la que es representant figures 
com Figura .20 o Figura .21 servint sempre per visualitzar màxims locals i una 
primera aproximació al traçat de les carenes.







de màxims  k  t , a max  per tant:














































































































































Per   cada   llindar   es   calcula   la   distancia   mitja   entre   les   carenes 
supervivents al tall y s’analitzen els resultats en la figura següent:
















































resultat  una exponencial  creixent des de el  valor de  llindar més petit   fins al 
màxim amb algunes peculiaritat.
La  exponencial  no es  del   tot  pura  i   té  errors  al  primers  punt   inicials 
deguts   al   soroll   que   pugi   haver   a   escales   amb   freqüències   altres   i   cues 
d’exponencial amb caigudes a 0 en els últims valors, això es degut a que quan 














mx=mean  x 


















ln  y = ln b eax 
ln  y 
y '






exponencial   i   finalment   el   rombes   negres   donen   la   regressió   lineal   de   la 
exponencial.











El  primer  pas per  poder  extreure  dades coherents  de  la  exponencial 
donada   per   l’anàlisi   multiescala,   com   bé   s’ha   comentat   es   retallar   la 
exponencial per evitar errors en la seva cua.
Els dos mètodes provats són els següents:







































































































recta en funció de  , però la seva tendència es créixer en funció de  .μ μ
En  el   cas  del  mètode  2  on  el   límit   de   l’exponencial   es  adaptatiu   al 





























































































































































































­   Malgrat   el   mètode   pot   donar   una   aproximació   quantificativa   dels 
paràmetres li falta encara  robustesa.







­   Es   necessari   estendre   les   dades   per   evitar   efectes   de   resposta 
impulsional en els extrems.
­   Treballar   amb   límits   constants   per   totes   les   trajectòries   en   les 
exponencials dona resultats més robustos.
­  El   número   d’escales   es   important   per   la   resolució   de   l’anàlisi   per 
llindars.
­Tallar una trajectòria introdueix soroll en l’anàlisi.
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